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第四章 遞迴關係 

 
 
 1. 給定一數列{ }na , 已知 

(1) 前幾項（如 1a ）的值 
(2) na 與相鄰項（如 1−na ）的關係為 qpaa nn += −1 , 其中 2, ≥∈ nNn 且 p 與 q 可為常數

或 n 的函數 
則 qpaa nn += −1 稱為該數列的一階遞迴關係式。 

 2. 求算一階遞迴關係式 qpaa nn +=+1 的數列通式時, 依據 p、q 的不同, 有下列三種常見

的方法： 
(1) 當 0,1 ≠= qp 時, 即型如 )(1 nfaa nn +=+ 的關係式, 可利用累加法找通式。 

(2) 當 0,1 =≠ qp 時, 即型如 )(1 nfaa nn ⋅=+ 的關係式, 可利用累乘法找通式。 

(3) 當 1≠p 時, 則可先找出一適當值α 後, 將遞迴關係式表示成 )(1 αα −=−+ nn apa , 
再利用累乘法找通式。 

 3. 給定一數列{ }na , 已知 
(1) 前幾項（如 1a 、 2a ）的值 
(2) na 與前後相鄰二項（如 1−na 、 2−na ）的關係為 21 −− += nnn aaa βα , 其中

0,3, ≠≥∈ βnNn  
則 21 −− += nnn aaa βα 稱為該數列的二階遞迴關係式。 

 
 
 

第 1 節 遞迴關係 

主題 1 常見的遞迴關係式 

觀念一 1 ( )+ = +n na a f n   

【原理】 給定一數列{ }na , 已知 
 1. 前幾項（如 1a ）的值 
 2. na 與相鄰項（如 1−na ）的關係為 qpaa nn += −1 , 其中 2, ≥∈ nNn 且 p 與 q 可為常

數或 n 的函數 
 則稱該數列具有遞迴關係, 且 qpaa nn += −1 稱為該數列的一階遞迴關係式。若一數

列具有一階遞迴關係, 則可依據其遞迴關係式的特性, 求算出數列的通式。 
 

學習之鑰  
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【例說】 已知數列{ }na 的首項 11 =a , 且該數列滿足 2
1 naa nn +=+ , 其中 Nn∈ , 求 na 的通式。 

【解析】 將 2
1 naa nn +=+ 中的 n 值分別代入 1, 2, …, 2−n , 1−n   

得 2
12

2
111 11 +=⇒+=+ aaaa  

 2
23

2
212 22 +=⇒+=+ aaaa  

 
 2

21
2

21)2( )2()2( −+=⇒−+= −−−+− naanaa nnnn  

 2
1

2
11)1( )1()1( −+=⇒−+= −−+− naanaa nnnn  

 ∵上述 ( 1)n − 個算式的左式與右式皆相等 

 ∴將此 ( 1)n − 個式子累加後, 等號仍然成立 
2

2 1
2

3 2

2
1 2

2
1

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1

1

2

( 2)

( 1)

1 2 ( 2) ( 1)

[1 2 ( 2) ( 1) ]
( 1)(2 1)1

6

n n

n n

n

a a

a a

a a n

a a n

a a n n

a n n
n n n

− −

−

= +

= +

= + −

= + −

= + + + + − + −

= + + + + − + −
− −

= +

M

L

L

 

 故得 na 通式為
6

)12)(1(1 −−
+

nnn  

【心得】型如 )(1 nfaa nn +=+ 的遞迴關係式, 可採累加法來求出該關係式的通式。 

【注意】等差數列即是此類型的遞迴關係式。 

 
範例一  
已知數列{ }na 的首項 11 =a , 且該數列滿足 12

1 ++=+ naa nn , 求 na 的通式。 

 6
)12)(1( −−

+
nnnn  

      

2
2 1

2
3 2

2
4 3

2
1 2

2
1

2 2 2 2 2
1

1 1

2 1

3 1

( 2) 1

( 1) 1

[1 2 3 ( 2) ( 1) ] ( 1)
( 1)(2 1)1 1

6
( 1)(2 1)

6

n n

n n

n

a a

a a

a a

a a n

a a n

a a n n n
n n n n

n n nn

− −

−

= + +

= + +

= + +

= + − +

= + − +

= + + + + + − + − + −
− −

= + + −

− −
= +

M

L

 

故得 na 通式為
6

)12)(1( −−
+

nnnn  

…

)+  

)+  
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觀念二 1 ( )+ = ⋅n na a f n  

【例說】 已知數列{ }na 的首項 11 =a , 且該數列滿足
11 +

⋅=+ n
naa nn , 其中 Nn∈ , 求 na 的通

式。 

【解析】 將
11 +

⋅=+ n
naa nn 中的 n 值分別代入 1, 2, …, 2−n , 1−n   

得
2
1

11
1

12111 ⋅=⇒
+

⋅=+ aaaa  

 
3
2

12
2

23212 ⋅=⇒
+

⋅=+ aaaa  

 

1
2

1)2(
2

2121)2( −
−

⋅=⇒
+−

−
⋅= −−−+− n

naa
n

naa nnnn  

n
naa

n
naa nnnn

1
1)1(

1
111)1(

−
⋅=⇒

+−
−

⋅= −−+−  

 ∵上述 ( 1)n − 個算式的左式與右式皆相等 
∴將此 ( 1)n − 個式子累乘後, 等號仍然成立 

2 1

3 2

1 2

1

1

1
2
2
3

2
1
1

1 2 2 1
2 3 1

1 11

n n

n n

n

a a

a a

na a
n
na a

n
n na a
n n

n n

− −

−

= ⋅

= ⋅

−
= ⋅

−
−

= ⋅

− −
= × × × × ×

−

= × =

M

L

 

 故得 na 通式為
nn
111 =×  

【心得】 型如 )(1 nfaa nn ⋅=+ 的遞迴關係式, 可採累乘法來求出該關係式的通式。 

【注意】等比數列即是此類型的遞迴關係式。 

 
範例一  

已知數列{ }na 的首項 11 =a , 且該數列滿足 1
1

n n
na a

n+
+

= ⋅ , 求 na 的通式。 

  n 

…

)×  
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2 1

3 2

4 3

1 2

1

1

1

2
1
3
2
4
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1
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1
2 3 4 1
1 2 3 2 1

n n

n n

n

a a

a a

a a

na a
n

na a
n

n na a
n n
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−
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−
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−
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−

−
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 故得 na 通式為 nan =  

觀念三 + = + ≠1 , 1n na pa q p   

【例說】 已知數列{ }na 的首項 31 =a , 且該數列滿足
5
4

5
3

1 +=+ nn aa , 其中 Nn∈ , 求 na 的通

式。 

【解析】 令原遞迴關係式
5
4

5
3

1 +=+ nn aa 為 )(
5
3

1 αα −=−+ nn aa  

       αααα
5
3

5
3)(

5
3

11 −=−⇒−=− ++ nnnn aaaa         

α

αα

5
2

5
3

5
3

5
3

1

1

+=⇒

+−=⇒

+

+

nn

nn

aa

aa
 

       與
5
4

5
3

1 +=+ nn aa 比較係數, 可得 2
5
4

5
2

=⇒= αα  

        則原遞迴關係式
5
4

5
3

1 +=+ nn aa 可表示為 )2(
5
321 −=−+ nn aa  

將 )2(
5
321 −=−+ nn aa 中的 n 值分別代入 1, 2, …, 2−n , 1−n 後, 累乘得 

)×  
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2 1

3 2

1 2

1

1
1

1 1

32 ( 2)
5
32 ( 2)
5

32 ( 2)
5
32 ( 2)
5
32 ( ) ( 2)
5
3 3( ) (3 2) ( )
5 5

n n

n n

n
n

n n

a a

a a

a a

a a

a a

− −

−

−

− −

− = −

− = −

− = −

− = −

− = −

= − =

M

 

故得 na 通式為 2)
5
3( 1 += −n

na  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
【心得】 型如 1,1 ≠+=+ pqpaa nn 的遞迴關係式求通式時, 可先將遞迴關係式表示成

)(1 αα −=−+ nn apa 後, 再利用累乘法求出通式。 

【整理】 求算一階遞迴關係式 qpaa nn +=+1 的數列通式時, 依據 p、q 的不同, 有下列三種常

見的方法： 
1. 當 0,1 ≠= qp 時, 即型如 )(1 nfaa nn +=+ 的關係式, 可利用累加法找通式。 

2. 當 0,1 =≠ qp 時, 即型如 )(1 nfaa nn ⋅=+ 的關係式, 可利用累乘法找通式。 

3. 當 1≠p 時, 則可先找出一適當值α 後, 將遞迴關係式表示成 )(1 αα −=−+ nn apa , 
再利用累乘法找通式。 

 
範例一  
有三根木樁 A、B、C 及 n 個大小遞增的環套在 A 樁上。已知一次 

可將一個環從一個木樁移到另一個木樁, 但不允許較大的環放在 
較小的環上面。若將 A 樁上的 n 個環移至 C 樁上, 需要的最少搬 
動次數為 na  ( L,2,1,0=n ), 則： 
(1) 1a 、 2a 、 3a 之值為何？ 

(2) 試將 4a 表成 βα +3a , 其中α 、 β 為常數。 

(3) 欲將 10 個環由 A 樁移至 C 樁, 當完成時, 各個環最少各搬動了幾次？  
(4) 試將 na 表成 n 的函數式。 

)×  

         將型如 qpaa nn +=+1 且 1≠p 的遞迴關係式化成 )(1 αα −=−+ nn apa 時, 亦可

令 α==+ nn aa 1 , 代入 qpaa nn +=+1 後, 即可求得α 。 

         如上例中, 令 α==+ nn aa 1 , 則 2
2
5

5
4

5
4

5
2

5
4

5
3

=×=⇒=⇒+= αααα  
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 (1) 7,3,1 321 === aaa   
(2) 12 34 += aa   
(3) 最小環： 92 次, 次小環： 82 次, …, 次大環： 2 次, 最大環：1次 
(4) 12 −= n

na  
 (1) 如下圖可知, 將 A 樁上的 1 個環移至 C 樁上, 共需的最少搬動次數 1a 為 1  

 
  如下圖可知, 將 A 樁上的 2 個環移至 C 樁上, 共需的最少搬動次數 2a 為 3 

 
  由以上搬移經驗可知, 要將 A 樁上的 3 個環以最少搬移次數移至 C 樁時, 步驟如下： 

°1  設法先將最大環上面的兩個小環移至 B 樁： 
搬移方法同兩個環移至 C 樁⇒最少需 32 =a 次 

°2  再將最大環移至 C 樁： 
僅需 1 次 

°3  最後將 B 樁上的兩個小環移至 C 樁： 
搬移方法同兩個環移至 C 樁⇒最少需 32 =a 次 
∴ 73131 223 =++=++= aaa 次 

 
 
 (2) 依上題規律可知, 4a 121 333 +=++= aaa  
 
 
 (3) 4a 1)12(212 23 ++=+= aa  
 
 

12)12(2122 1
2

2
2 +++=++= aa  

 
 

122212)12(2 232 +++=+++=  

 
 

  由規律可知, 將 10 個環由 A 樁移至 C 樁時, 各個環最少的搬動次數為 
1222 89

10 ++++= La  
 
 

先將 3 環 
放在 B 樁 

再將 3 環 
放回 C 樁 

將最大環

放至 C 樁 

最
小
環 

次
小
環 

次
大
環 

最
大
環 

次
大
環 

最
大
環 

最
大
環 

次
大
環 

次
小
環 

最
小
環 

次
小
環 

次
大
環 

最
大
環 
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 (4) 由規律可知, ⇒+=+ 121 nn aa 型如 qpaa nn +=+1 , 故將原式化為 )(1 αα −=−+ nn apa  
 ∴令 α==+ nn aa 1 代入 121 +=+ nn aa 得 112 −=⇒+= ααα  
 則原式 121 +=+ nn aa 可表示為 )1(21)]1([2)1( 11 +=+⇒−−=−− ++ nnnn aaaa  
 將 )1(211 +=++ nn aa 中的 n 值分別代入 1、2、…、 2−n 、 1−n 後, 累乘得 

          

2 1

3 2

1 2

1

1
1

1 1

1 2( 1)
1 2( 1)

1 2( 1)
1 2( 1)

1 2 ( 1)

2 (1 1) 2 2 2

n n

n n

n
n

n n n

a a
a a

a a
a a

a a

− −

−

−

− −

+ = +
+ = +

+ = +
+ = +

+ = +

= + = ⋅ =

M

 

  故得 1221 −=⇒=+ n
n

n
n aa  

 

觀念四 二階遞迴關係式 

給定一數列{ }na , 已知 
(1) 前幾項（如 1a 、 2a ）的值 
(2) na 與前後相鄰二項（如 1−na 、 2−na ）的關係為 21 −− += nnn aaa βα , 其中 0,3, ≠≥∈ βnNn  
則 21 −− += nnn aaa βα 稱為該數列的二階遞迴關係式。 
例： 費伯納西數列{ }nf 的前兩項 1f  、 2f 的值都是 1, 且滿足第 n 項恆等於前兩項 1−nf  、 2nf −

的和, 即
⎩
⎨
⎧

≥+=
==

−− 3,
1,1

21

21

nfff
ff

nnn

, 則可知費伯納西數列為二階遞迴關係式 

 
範例一  

已知數列{ }na 滿足
1 1 5 1 5[( ) ( ) ]

2 25
n n

na + −
= − , 其中 n N∈ , 試證： 

(1) 2 1n n na a a+ += + 。 
(2) 對所有自然數 n , na 恆為自然數。 

令
1 5

2
α +
= , 1 5

2
β −
=

1

5
1

α β

α β
αβ

+ =⎧
⎪

⇒ − =⎨
⎪ = −⎩

 

 (1) 將原式中的 n 值用 2n + 代入, 得 
2 2

2

1 1 1 1

1 ( )
5

1 [( )( ) ]
5

n n
n

n n n n

a α β

α β α β α β β α

+ +
+

+ + + +

= −

= − + − +
 

)×  
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1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 [( )( ) ( )]
5

1 [( ) 1 ( 1)( )]
5

1 [( ) ( )]
5

1 1( ) ( )
5 5

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n na a

α β α β αβ α β

α β α β

α β α β

α β α β

+ +

+ +

+ +

+ +

+

= − + − −

= − ⋅ − − −

= − + −

= − + −

= +

 

 (2) 當 1n = 時, 1
1 1( ) 5 1
5 5

a Nα β= − = ⋅ = ∈  

當 2n = 時, 2 2
2

1 1 1( ) ( ) ( ) 5 1 1
5 5 5

a Nα β α β α β= − = − ⋅ + = ⋅ ⋅ = ∈  

假設當 n k= 、 1k + 時, ka N∈ 、 1ka N+ ∈  
由(1)可知, 當 2n k= + 時, 2 1k k ka a a+ += +  
∵ ka 、 1ka N+ ∈  

∴ 2 1k k ka a a N+ += + ∈  
故由數學歸納法得證, 對所有自然數 n , na 恆為自然數 

 
 
主題 2 幾何圖形的遞迴關係 

觀念一 幾何圖形的遞迴關係 

【例說】 平面上 n 條相異直線, 最多可將平面分割成幾個區塊？ 
【解析】設 k 條直線最多可將平面分成 )(kf 個區塊 

 
 

 如上圖, 1 條直線最多可將平面分成 2 個區塊 2)1( =⇒ f  
   2 條直線最多可將平面分成 4 個區塊 42)1()2( =+=⇒ ff  
   3 條直線最多可將平面分成 7 個區塊 73)2()3( =+=⇒ ff  
 由規律可知, n 條直線最多可將平面分成 nnfnf +−= )1()( 個區塊 
 將各式累加得 
    (1)f  2=  

  (2)f  (1) 2 4f= + =  
  (3)f  (2) 3 7f= + =  
      M  
  ( 1)f n −  ( 2) ( 1)f n n= − + −  
    ( )f n  ( 1)f n n= − +  
  ( ) 2 2 3 4 ( 1)f n n n= + + + + + − +L  

   )4321(1 n++++++= L
2

)1(1 +
+=

nn  

　 

　 
　 

　 
　 

　 

　 

　 
　 

　 
　 

　 　 

)+  
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